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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äèñêðåòíî-íåïðåðûâíàÿ ìîäåëü ñèñòåìû

õèùíèê � æåðòâà è ïîëó÷åííàÿ èç íå¼ äèñêðåòíàÿ ìîäåëü èçîëèðî-

âàííîé ïîïóëÿöèè. Â îòëè÷èå îò èçâåñòíîé ìîäåëè Ëîòêè-Âîëüòåððà,

â äàííîé ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãåíåðàöèè íîâûõ îñîáåé ïðîèñõî-

äÿò â �èêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü ìàòå-

ìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ñ èìïóëüñàìè. Äëÿ âûâîäèìîé èç ýòîé ñèñòåìû ìîäåëè èçîëèðîâàííîé

ïîïóëÿöèè, êàê íåëèíåéíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà,

èçó÷àþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû è �àçîâûå ïåðåñòðîéêè â êîíñåðâà-

òèâíîì è íåêîíñåðâàòèâíîì ñëó÷àå. Àêòóàëüíîñòü ìîäåëè ïîäòâåðæäà-

åòñÿ õîðîøåé ñîãëàñîâàííîñòüþ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ïîëó-

÷åííûìè èç ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìûõ áàç äàííûõ ÷èñëåííîñòåé ïî-

ïóëÿöèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû
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Abstra
t

The paper 
onsiders a dis
rete-
ontinuous model of the predator-prey

system and a dis
rete model of an isolated population derived from it.

Unlike the well-known Lotka-Volterra model, this model assumes that

the generation of new individuals o

urs at �xed points in time. Thus,

the model is mathemati
ally a system of di�erential equations with

impulses. For the isolated population model derived from this system,

as a se
ond-order nonlinear di�eren
e equation, the dynami
 regimes and

phase rearrangements in the 
onservative and non-
onservative 
ase are

studied. The relevan
e of the model is 
on�rmed by good agreement with

experimental data obtained from freely available databases of population

abundan
es. Keywords.
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168 Ïðîñòûå äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûå ìîäåëè

� 1. Ââåäåíèå è ïðåäâàðèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ

Ìîäåëÿì äèíàìèêè èçîëèðîâàííûõ ïîïóëÿöèé ïîñâÿùåíî îãðîìíîå êî-

ëè÷åñòâî ðàáîò, íàïèñàííûõ íà ïðîòÿæåíèè óæå íåñêîëüêèõ âåêîâ. Äàí-

íûå ìîäåëè äåëÿòñÿ, êàê èçâåñòíî, íà íåïðåðûâíûå è äèñêðåòíûå. Ïåðâûå

îïèñûâàþòñÿ îáûêíîâåííûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, âòîðûå

æå ÿâëÿþòñÿ ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè. Êàê ïðàâèëî, è òå è äðóãèå �

óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. [1℄

Íàèáîëåå èçâåñòíîé íåïðåðûâíîé ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü Ôåðõþëü-

ñòà [2℄

dx

dt
= αx− βx2. (1)

Å¼ çíà÷èìîñòü ïîäòâåðæäåíà ìíîãî÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè

äàííûìè. �åøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî

ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ, êàê õîðîøî èçâåñòíî, òàê íàçûâàåìàÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ

êðèâàÿ. Ïðàâäà, ýòà ìîäåëü íå îáúÿñíÿåò, íàïðèìåð, ïî÷åìó âî ìíîãèõ ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ íàáëþäàåòñÿ âûõîä ðåøåíèÿ çà ïðåäåëû àñèìï-

òîòû è äàæå çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ îêîëî àñèìïòîòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ.

Êðîìå òîãî, â ðåàëüíûõ ïîïóëÿöèÿõ ÷àñòî íàáëþäàþòñÿ íåçàòóõàþùèå

êîëåáàíèÿ, êîòîðûå â ðàìêàõ óðàâíåíèÿ (1) íåâîçìîæíû, âïðî÷åì, êàê

è â ðàìêàõ ëþáîãî àâòîíîìíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî

ïîðÿäêà.

Â ñåðåäèíå ïðîøëîãî âåêà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èçîëèðîâàííûõ ïîïó-

ëÿöèé ìàññîâî íà÷àëè èñïîëüçîâàòüñÿ äèñêðåòíûå ìîäåëè - íåëèíåéíûå

ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà âèäà

xk+1 = Y (xk)xk. (2)

Â ðàìêàõ äàííûõ óðàâíåíèé óæå âîçìîæíû êàê ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ,

òàê è õàîòè÷åñêèå ðåæèìû. Îäíîé èç ñàìûõ èçâåñòíûõ è èñïîëüçóåìûõ

ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü Ìîðàíà-�èêêåðà [3℄, êàê õîðîøî àïïðîêñèìèðó-

þùàÿ äèíàìèêó ÷èñëåííîñòè ìíîãèõ ðåàëüíûõ ïîïóëÿöèé:

xk+1 = axke
−bxk . (3)

Äàííàÿ ìîäåëü ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â òîì ÷èñëå è äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êî-

ëåáàíèé ÷èñëåííîñòåé.

Îòìåòèì, ÷òî ìîäåëü Ôåðõþëüñòà - ýòî ìîäåëü ñ ñàìîðåãóëÿöèåé (âíóò-

ðèâèäîâîé êîíêóðåíöèåé), ê ìàòåìàòè÷åñêîìó îáîñíîâàíèþ êîòîðîé îáû÷-

íî íå âîçíèêàåò âîïðîñîâ. Â ìîäåëü æå Ìîðàíà-�èêêåðà, âñ¼, ÷òî ñâÿçàíî
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ñ ñàìîðåãóëÿöèåé, çàëîæåíî â êîý��èöèåíò ðàçìíîæåíèÿ

Yk = xk+1/xk = ae−bxk .

Îáîñíîâàíèå òàêîé çàâèñèìîñòè çäåñü çèæäåòñÿ ëèøü íà õîðîøåì ïðèáëè-

æåíèè ýòîãî êîý��èöèåíòà ýêñïîíåíòîé äëÿ íåêîòîðûõ ðåàëüíûõ äàííûõ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîñòðîèòü òðàåêòîðèè ñ êîëåáàíèÿìè â ðåàëüíûõ

äàííûõ ÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿöèé íà ïëîñêîñòè (xk, Yk), òî ïîëó÷åííûå êðè-
âûå íèêàê íå ïîõîæè íà ýêñïîíåíòû (�èñ.1). Áîëåå òîãî, íèêàêèì èç ðàç-

íîñòíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà âèäà (2) íåâîçìîæíî îïèñàòü êðèâûå

íà ðèñóíêå, òàê êàê, î÷åâèäíî, ìû èìååì äåëî ñ äâóçíà÷íîé �óíêöèåé.

�èñ. 1: Çàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòà ðàçìíîæåíèÿ yk =
xk+1

xk
îò ÷èñëåííîñòè

ïîïóëÿöèè xk: a) Lar
h bud moth; á)Charadrius hiati
ula

Â ðàáîòàõ [4℄, [5℄, [6℄ áûëè ïîïûòêè âûâîäà ìîäåëè Ìîðàíà-�èêêåðà

èç íåïðåðûâíî - äèñêðåòíûõ ìîäåëåé, íî âñå ïîëîæèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

áûëè òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà â êîý��èöèåíò ðàçìíîæåíèÿ àïðèîðè

çàêëàäûâàëàñü âñ¼ òà æå ýêñïîíåíòà.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñàìîðåãóëÿöèåé ñ÷èòàåòñÿ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè

ðîñòà ïîïóëÿöèè îò ðåñóðñà (êîðìà, æåðòâ èëè òåððèòîðèè), ïîýòîìó íà-

÷èíàòü ìîäåëèðîâàíèå èçîëèðîâàííîé ïîïóëÿöèè ñëåäóåò ñ ïîñòðîåíèÿ ñè-

ñòåìû õèùíèê-æåðòâà èëè ðåñóðñ-ïîòðåáèòåëü. È òàêèå ðàáîòû ïðîâîäè-

ëèñü, õîòÿ â íèõ ðåñóðñ äàëåå ïðèíèìàëñÿ çà áûñòðóþ ïåðåìåííóþ, è â

èòîãå ñíîâà ïîëó÷àëîñü óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Êðîìå òîãî, åñòü îãðîìíîå íàïðàâëåíèå â ìîäåëèðîâàíèè èçîëèðîâàí-

íûõ ïîïóëÿöèé - äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãó-

ìåíòîì, íî îïÿòü æå ïåðâîãî ïîðÿäêà ([7℄, [8℄). Â íåêîòîðûõ èç íèõ òàêæå

êîñâåííî îïèñûâàåòñÿ çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà ðàçìíîæåíèÿ îò ðåñóðñà

÷åðåç çàïàçäûâàíèå, è ÷àñòî ýòà çàâèñèìîñòü òðóäíî îáúÿñíèìà (îñîáåí-

íî â ñëó÷àå ñîñðåäîòî÷åííîãî çàïàçäûâàíèÿ), òàê êàê ðåñóðñ â êîíå÷íîì

óðàâíåíèè ïåðâîãî ïîðÿäêà óæå íå ïðèñóòñòâóåò.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëèñü ðàáîòû, â êîòîðûõ ïðåäëàãàëèñü òàê íà-

çûâàåìûå äèñêðåòíûå ìîäåëè ñ çàïàçäûâàíèåì, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðàç-
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170 Ïðîñòûå äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûå ìîäåëè

íîñòíûìè óðàâíåíèÿìè áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ([9℄, [10℄). Íî ïîñòðîåíèå

ýòèõ ìîäåëåé îñíîâûâàëîñü íà òåõ æå ïðèíöèïàõ, ÷òî è â èñõîäíûõ ìîäå-

ëÿõ - óðàâíåíèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

� 2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì ñòðîèòü ìîäåëè, îñíîâàííûå íà óðàâíåíèÿõ

âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå áóäóò ïîëó÷åíû èç ñèñòåì, íàïðÿìóþ ó÷èòûâà-

þùèõ êîðì - ðåñóðñû èëè æåðòâ.

Îòìåòèì, ÷òî óæå èç êëàññè÷åñêîé íåïðåðûâíîé ìîäåëè Ëîòêè- Âîëü-

òåððà [1℄

dx

dt
= α1x− γ1xz − βx2,

dz

dt
= −α2z + γ2xz, (4)

ãäå x(t) - ÷èñëåííîñòü æåðòâ, z(t) - ÷èñëåííîñòü õèùíèêîâ â ìîìåíò âðåìå-
íè t, ìîæíî íàïðÿìóþ âûâåñòè óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ õèùíèêà:

v̈ − (v̇ + α2)(α1 −
β

γ2
(v̇ + α2)− γ1e

v) = 0,

ãäå v = ln z.

Â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè óæå ðåàëèçóåòñÿ ðåæèì çàòóõàþùèõ êîëåáà-

íèé, êîòîðûé êàê ðàç è íàáëþäàåòñÿ â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Ê ñî-

æàëåíèþ, äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì õèùíèê-æåðòâà, îïèñûâàåìûõ äè�-

�åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, â êîòîðûõ ðåàëèçóþòñÿ àâòîêîëåáàíèÿ (íà-

ïðèìåð, [11℄), ïîëó÷èòü óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà òîëüêî äëÿ õèùíèêà

ìåòîäîì èñêëþ÷åíèé óæå íåâîçìîæíî. Êðîìå òîãî, ïðèìåíèìîñòü ïîñëåä-

íåãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðå-

àëüíûõ äàííûõ âûçûâàåò ñîìíåíèÿ.

Äàëåå ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé ìû áóäåì îñíîâûâàòüñÿ íà ïðèíöè-

ïàõ, ïðåäëîæåííûõ â ðàáîòàõ [4℄ � [6℄, [12℄�[17℄. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

ïðîöåññ ðîæäàåìîñòè â ìîäåëèðóåìîé ïîïóëÿöèè ïðîõîäèò äèñêðåòíî. Íà

ïðàêòèêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ãèáåëü îñîáåé ïðîèñõîäèò íåïðåðûâíî â

òå÷åíèè ãîäà, òî ðîæäåíèå íîâûõ ãåíåðàöèé ëèøü â ìàëûé ïåðèîä âðåìåíè

â ãîäó.

Â ðàáîòå [17℄ óæå ïðåäëàãàëàñü íåïðåðûâíî-äèñêðåòíàÿ ìîäåëü ñèñòå-

ìû õèùíèê-æåðòâà

[tk, tk+1) :
dx

dt
= −α1x− βx2 − γ1

xz

x+ A
,

dz

dt
= −α2z − β2

z

x+ A
, (5)

x(tk+1) = Y1x(tk+1 − 0), z(tk+1) = Y2f(Θ)z(tk+1 − 0), (6)
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ãäå

Θ =
1

τ

tk+1
∫

tk+1−τ

x(s)

x(s) + A
ds.

Äàííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ñâîåãî ðîäà íåïðåðûâíî-äèñêðåòíûì óñëîæ-

íåíèåì èçâåñòíîé íåïðåðûâíîé ìîäåëè Áàçûêèíà-Àëåêñååâà [11℄, [18℄, [19℄

è ïîñòðîåííîé íà å¼ îñíîâå ìîäåëè ñ çàïàçäûâàíèåì [20℄.

Èç-çà ñëîæíîñòè ìîäåëè (5),(6) äàæå ÷èñëåííûé àíàëèç áûë ïðîâåäåí

äîñòàòî÷íî ïîâåðõíîñòíî. Íèêàêîãî îáîñíîâàíèÿ òåõ èëè èíûõ äèíàìè÷å-

ñêèõ ðåæèìîâ è �àçîâûõ ïåðåñòðîåê ïîëó÷åíî íå áûëî.

Ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå áóäåò ðàññìîòðåíî óïðîùåíèå ìîäåëè (5),(6),

÷òî ïîçâîëèò â äàëüíåéøåì ïðîâåñòè óæå áîëåå ïîëíûé å¼ àíàëèç.

Âîîáùå ãîâîðÿ, òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç íåïðåðûâíî�äèñêðåòíûõ ñèñòåì

ñîïðÿæåí ñ áîëüøèìè ñëîæíîñòÿìè, ïîñêîëüêó óæå ïîèñê ñîñòîÿíèé ðàâ-

íîâåñèÿ (òàêèõ ðåøåíèé, ÷òî x(tk+1) = x(tk)) ñâÿçàí ñ ðåøåíèåì íåëèíåé-

íîé êðàåâîé çàäà÷è îñîáîãî òèïà äëÿ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, è ÷èñëåííûé àíàëèç òàêèõ ñèñòåì ïðèâîäèò ê áîëü-

øèì âû÷èñëèòåëüíûì çàòðàòàì. Íàïðèìåð, øèðîêî èñïîëüçóåìûé â íà-

ñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ äèñêðåòíûõ ñèñòåì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ

êàðò è êàðò ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà [21℄ äëÿ íåïðåðûâíî-äèñêðåòíûõ ñèñòåì

òðåáóåò çíà÷èòåëüíî áîëüøåãî âðåìåíè, òàê êàê îäíà èòåðàöèÿ - ýòî ÷èñ-

ëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà îòðåçêå. Ïðè

ýòîì èçó÷åíèå òðàåêòîðèé âáëèçè íóëÿ òðåáóåò âûñîêîé òî÷íîñòè ÷èñëåí-

íîãî ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, èç-çà ÷åãî âðåìÿ ïîñòðîåíèÿ

òàêèõ êàðò ïî ñðàâíåíèþ ñ äèñêðåòíûìè ñèñòåìàìè ìîæåò óâåëè÷èâàòüñÿ

â äåñÿòêè è ñîòíè òûñÿ÷ ðàç.

Ïîýòîìó âñå óñïåøíûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû óêàçàííûõ âûøå ðà-

áîò ñâÿçàíû ëèáî ñ ïðèâåäåíèåì íåïðåðûâíî-äèñêðåòíûõ ñèñòåì ê äèñ-

êðåòíûì ñèñòåìàì, ëèáî ê óìåíüøåíèþ ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû è ê àíàëèçó

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èìååò ïåðâûé èíòåãðàë.

� 3. �àññìàòðèâàåìûå ìîäåëè

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâå ìîäåëè, ÿâëÿþùèåñÿ íåïðåðûâíî-

äèñêðåòíûìè àíàëîãàìè ìîäåëè Ëîòêè-Âîëüòåððà (4).

Ìîäåëü 1. Ñèñòåìà �õèùíèê-æåðòâà�. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ïðîìå-

æóòêàõ [tk, tk+1), ãäå tk+1 − tk = ∆t - ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà (êîòîðóþ, íå

óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíîé åäèíèöå), ÷èñëåííîñòè õèù-

íèêà è æåðòâû ìîíîòîííî óáûâàþò. Ïðèðîñò ÷èñëåííîñòåé ïðîèñõîäèò â
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ìîìåíòû tk. Òàêèì îáðàçîì, íà ïðîìåæóòêàõ [tk, tk+1) èìååì ñèñòåìó ÄÓ:

dx

dt
= −α1x− βx2 − γxz,

dz

dt
= −α2z. (7)

Â ìîìåíòû tk+1:

x(tk+1) = Y1x(tk+1 − 0), z(tk+1) = Y2Θz(tk+1 − 0), (8)

ãäå

Θ =
1

τ

tk+1
∫

tk+1−τ

x(s) ds.

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ïàðàìåòðû ïîñòîÿííû è íåîòðèöàòåëü-

íû, α1, α2, β, γ, Y1, Y2 ≡ const ≥ 0. Â îòëè÷èå îò ìîäåëè (5), (6), â äàííîé

ìîäåëè îòñóòñòâóåò ý��åêò íàñûùåíèÿ, è ñêîðîñòü óíè÷òîæåíèÿ æåðòâ

õèùíèêàìè ïîä÷èíÿåòñÿ òåì æå çàêîíàì, ÷òî è â ìîäåëè (4). Ïðèðîñò ÷èñ-

ëåííîñòè õèùíèêîâ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëåí ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ÷èñëåííî-

ñòè æåðòâ íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè, ïðåäøåñòâóþùåì ìîìåíòó

ñêà÷êà (ýòîò ïðîìåæóòîê òàêæå ìîæåò áûòü [tk, tk+1)).
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ïîïóëÿöèè õèùíèêà îòñóòñòâóåò ñàìîðåãóëÿöèÿ

â ÿâíîì âèäå, òàê êàê öåëüþ ýòîé ðàáîòû êàê ðàç ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå äè-

íàìèêè ñèñòåìû, â êîòîðîé ñàìîðåãóëÿöèÿ íàïðÿìóþ çàâèñèò îò êîðìà (â

äàííîì ñëó÷àå îò ÷èñëåííîñòè æåðòâ).

Ìîäåëü 2. Ñèñòåìà, êîòîðóþ â äàííîé ðàáîòå óñëîâíî áóäåì íàçûâàòü

�ðåñóðñ-ïîòðåáèòåëü�. Îòìåòèì, ÷òî îáû÷íî â ìîäåëèðîâàíèè ñîîáùåñòâ â

äàííîå íàçâàíèå âêëàäûâàåòñÿ íåìíîãî äðóãîé ñìûñë.

Íà ïðîìåæóòêàõ [tk, tk+1):

dx

dt
= α1x− βx2 − γxz,

dz

dt
= −α2z. (9)

Â ìîìåíòû tk+1:

x(tk+1) = x(tk+1 − 0), z(tk+1) = Y2Θz(tk+1 − 0), (10)

Îñíîâíîå îòëè÷èå çäåñü îò ìîäåëè (7),(8) - x(t) - íåïðåðûâíî ìåíÿþ-

ùàÿñÿ âåëè÷èíà. Ïðè z = 0 ðåñóðñ ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ (1). Ïîä ðåñóð-

ñîì çäåñü áóäåì ïðåäïîëàãàòü ðàñòèòåëüíîñòü èëè æèâîòíûõ, ïðîöåññû

ðîæäåíèÿ êîòîðûõ íå èìåþò ÷åòêîé ïðèâÿçàííîñòè ê ãîäè÷íîìó ïåðèî-

äó. Íàïðèìåð, ìíîãèå âèäû ìåëêèõ ãðûçóíîâ ðàçìíîæàþòñÿ íåïðåðûâíî

â òå÷åíèè ãîäà. Ïîïóëÿöèÿ ïîòðåáèòåëÿ æå ïîä÷èíÿåòñÿ òåì æå çàêîíàì,

÷òî è â ìîäåëè (7),(8).
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Äàëåå äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà óïðîñòèì ìîäåëè - áóäåì ñ÷èòàòü

τ = 0. Òîãäà óðàâíåíèÿ (8),(10) ïðèìóò âèä

x(tk+1) = Y1x(tk+1 − 0), z(tk+1) = Y2x(tk+1 − 0)z(tk+1 − 0), (11)

x(tk+1) = x(tk+1 − 0), z(tk+1) = Y2x(tk+1 − 0)z(tk+1 − 0). (12)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â äàííûõ ìîäåëÿõ îòñóòñòâóþò õèùíèêè (ïîòðå-

áèòåëè), òî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìîäåëè îòëè÷àþòñÿ, åñëè ðàññìàòðèâàòü

òîëüêî ìîìåíòû xk = x(tk), òî äèíàìèêà èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé x ñâî-

äèòñÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ ê äèñêðåòíîìó óðàâíåíèþ Êîñòèöèíà- Ñêåëëàìà-

Áåâåðòîíà-Õîëëà [22℄,[23℄,[24℄:

xk+1 =
axk

1 + bxk

. (13)

Ïðè ýòîì áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìîäåëåé (7),(11) è (9),(12) ñ ðàçíûìè ïà-

ðàìåòðàìè áóäóò ñâîäèòüñÿ ê îäíîé è òîé æå ìîäåëè (13). Íà ïðîìåæóòêàõ

ìåæäó ìîìåíòàìè ãåíåðàöèè ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü àáñîëþòíî ðàçíûìè, â

òîì ÷èñëå, îíè ìîãóò óõîäèòü â ñêîëü óãîäíî ìàëóþ îêðåñòíîñòü íóëÿ,

÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíî âàæíûì â ìîäåëèðîâàíèè ïîïóëÿöèè. Îòñþ-

äà ñëåäóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ÷òî ïàðàìåòðû a è b â óðàâíåíèè (13) ïåðåãðó-
æåíû, è äèñêðåòíàÿ ìîäåëü íå äà¼ò ïîëíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î ïîâåäåíèè

ïîïóëÿöèè.

� 4. Äèíàìèêà ìîäåëåé â ñëó÷àå β = 0

Ñíà÷àëà èçó÷èì äèíàìèêó ìîäåëåé â òîì ñëó÷àå, êîãäà â óðàâíåíèè

êîðìà îòñóòñòâóåò ñàìîðåãóëÿöèÿ, òî åñòü β = 0.
Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (4) ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé êîí-

ñåðâàòèâíîé ñèñòåìîé Ëîòêè -Âîëüòåððà ñ åäèíñòâåííîé íåòðèâèàëüíîé

ïîëîæèòåëüíîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé òèïà öåíòð.

Ïðè β = 0 ñèñòåìû (7) è (9) èíòåãðèðóþòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ.

�åøåíèå ñèñòåìû (7) â �îðìå Êîøè:

x(t) = x0e
−α1t−

γ
α2

z0(1−e−α2t)

z(t) = z0e
−α2t

.

Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (11) â ìîìåíòû tk ïîëó÷èì äèñêðåòíóþ ñèñòåìó

xk+1 = Y1e
−α1xke

−
γ
α2

(1−e−α2 )zk

zk+1 = Y2zke
−α2e−α1xke

−
γ
α2

(1−e−α2 )zk .
(14)
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Äëÿ ñèñòåìû (9), (12) ïîëó÷èì äèñêðåòíóþ ñèñòåìó:

xk+1 = eα1xke
−

γ
α2

(1−e−α2 )zk

zk+1 = Y2zke
−α2eα1xke

−
γ
α2

(1−e−α2 )zk .
(15)

Ñèñòåìû (14) è (15) ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñâîäÿòñÿ ê îä-

íîé è òîé æå ñèñòåìå

xk+1 = A1xke
−bzk

zk+1 = A2zkxke
−bzk .

(16)

Èç ñèñòåìû (16) ìîæíî èñêëþ÷èòü x, ïîñëå ÷åãî ïîëó÷èì íåëèíåéíîå

ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ z:

zk+2 = A1

z2k+1

zk
e−bzk+1. (17)

Ñ ó÷åòîì âîçìîæíîñòè îáåçðàçìåðèâàíèÿ, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìû

ìîæåì ñ÷èòàòü b = 1. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñ îäíèì ïàðà-

ìåòðîì A1:

zk+2 = A1

z2k+1

zk
e−zk+1. (18)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ áóäåì ïðåäïîëàãàòü ïîëîæèòåëüíûìè:

z0 > 0, z1 > 0.

Èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî ïàðàìåòð b, çàâèñÿùèé îò ñêîðîñòè

åñòåñòâåííîé ãèáåëè è ñêîðîñòè ðîñòà â ïîïóëÿöèè õèùíèêà (ïîòðåáèòå-

ëÿ), âëèÿåò íà äèíàìèêó ëèøü êîëè÷åñòâåííî. Ïðè ýòîì ïàðàìåòð A1, ñâÿ-

çàííûé ñ ïàðàìåòðàìè ðîñòà è ãèáåëè ïîïóëÿöèè êîðìà, ÿâëÿåòñÿ åäèí-

ñòâåííûì ïàðàìåòðîì, êà÷åñòâåííî âëèÿþùèì íà äèíàìèêó èññëåäóåìîé

ïîïóëÿöèè õèùíèêà (ïîòðåáèòåëÿ).

Äàëåå áóäåì èññëåäîâàòü äèíàìèêó, îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèåì (18). Ïî-

ñëå çàìåíû

z = eu

ïîëó÷èì íåëèíåéíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà

uk+2 = B + 2uk+1 − uk − euk+1 , (19)

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî íîðìàëüíîé ñèñòåìå

uk+1 = B + 2uk − vk − euk

vk+1 = uk.
(20)
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Äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì (ñîõðàíÿþùèì ïëîùàäü) îòîá-

ðàæåíèåì ïëîñêîñòè. Êîíñåðâàòèâíîñòü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò óæå èç

òîãî, ÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì. Íàïîì-

íèì, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà áûëà ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíî-äèñêðåòíîãî

îáîáùåíèÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû Ëîòêè-Âîëüòåððà (4).

Îäíîé èç ñàìûõ èçâåñòíûõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèþ îòîáðà-

æåíèé ïëîñêîñòè, ñîõðàíÿþùèõ ïëîùàäü, ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå êâàäðà-

òè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ýíî [25℄. Èññëåäîâàíèÿ êóáè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ Ýíî,

â òîì ÷èñëå è êîíñåðâàòèâíîãî, àêòèâíî ïðîäîëæàþòñÿ äî íàñòîÿùåãî âðå-

ìåíè [26℄ � [31℄.

Ñèñòåìà (20) ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé íåëèíåéíîñòüþ ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ îáîá-

ùåíèåì îòîáðàæåíèÿ Ýíî. Äëÿ íåãî, êàê ïîêàæåì äàëåå, õàðàêòåðíû �à-

çîâûå ïåðåñòðîéêè, îïèñàííûå äëÿ êóáè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ, íî ñî ñâîèìè

îñîáåííîñòÿìè. Â äàííîé ñèñòåìå èìååòñÿ ëèøü îäèí ïàðàìåòð, ïîýòîìó

èññëåäîâàíèå çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ.

Ñèñòåìà (20) èìååò åäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ

u = v = lnB.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû, ëèíåàðèçîâàííîé âáëèçè

ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ:

λ2 − (2− B)λ+ 1 = 0. (21)

ßêîáèàí îòîáðàæåíèÿ ðàâåí åäèíèöå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò êîíñåðâàòèâ-

íîìó îòîáðàæåíèþ. Êîðíè óðàâíåíèÿ (21) íå âûõîäÿò çà ïðåäåëû åäèíè÷-

íîé îêðóæíîñòè ïðè B ∈ (0, 4). Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé ñèñòåìû

ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà B èìååì ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ýëëèïòè-

÷åñêîãî òèïà, îêðóæåííîå èíâàðèàíòíûìè êðèâûìè ñ ïîñòîÿííûì óãëîì

âðàùåíèÿ

φ = arctg

√
4B − B2

2− B
.

Äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû (20) ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â óêà-

çàííûõ âûøå ðàáîòàõ ïî èññëåäîâàíèþ êóáè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ Ýíî è

ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííîãî àíàëèçà íåëîêàëüíûõ áè�óðêàöèé, ñ�îðìó-

ëèðóåì íèæå ñâîéñòâà ðåøåíèé è �àçîâûõ ïåðåñòðîåê.

1. Ïðè B > 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (u, v).
Ïðè B ∈ (0, 4)\ {2, 3} ýòî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà,

îêðóæåííîå èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì ñëîæíîé ñòðóêòóðû ñ ïåðèîäè÷å-

ñêèìè, êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè òðàåêòîðèÿìè, îñòðîâàìè ïåðèîäè÷íîñòè, à

òàêæå êîíñåðâàòèâíûìè õàîòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè, êàê íåóñòîé÷èâûìè,
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òàê è óñòîé÷èâûìè. Çäåñü è äàëåå, êîãäà ìû áóäåì ãîâîðèòü îá óñòîé-

÷èâîñòè õàîòè÷åñêèõ ðåøåíèé, ìû áóäåì èìåòü â âèäó óñòîé÷èâîñòü ïî

Ïóàññîíó.

Ïðè B = 2 óãîë âðàùåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû φ = π
2
. Ïðè ýòîì,

êàê è äëÿ êóáè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé, âîçíèêàåò ðåçîíàíñ 1:4. Ñîñòîÿíèå

ðàâíîâåñèÿ âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.

Ïðè B = 3 óãîë âðàùåíèÿ φ = 2π
3
. È â ýòîì ñëó÷àå, êàê è äëÿ êóáè÷å-

ñêèõ îòîáðàæåíèé âîçíèêàåò ðåçîíàíñ 1:3 ñ ïîòåðåé óñòîé÷èâîñòè ñòàöèî-

íàðíîé òî÷êè.

Ïðè B = 4 âîçíèêàåò ðåçîíàíñ 1:2 èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, áè�óðêàöèÿ

óäâîåíèÿ ïåðèîäà ñ ïîñëåäóþùåé (ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà B) ïîòåðåé
ýëëèïòè÷íîñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè è ðîæäåíèåì öèêëà äëèíû 2 ýëëèïòè-

÷åñêîãî òèïà.

2. Ïðè B > 4 ñ óâåëè÷åíèåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà B ïðîèñõîäèò áåñêî-

íå÷íàÿ ñåðèÿ óäâîåíèé ïåðèîäà, è ïðè B ≈ 4.584 ðîæäàåòñÿ íåóñòîé÷è-

âîå õàîòè÷åñêîå ðåøåíèå. Ïðè á�îëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà B íèêàêèõ

óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé íå ñóùåñòâóåò. Âñå ðåøåíèÿ (çà èñêëþ÷åíèåì óñòîé-

÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé ãèïåðáîëè÷åñêèõ öèêëîâ) óõîäÿò â áåñêîíå÷íîñòü. Íà

ðèñóíêå 2à ïîêàçàíî ðîæäåíèå ïîäêîâû ïðè B ≈ 4.584, êîòîðàÿ áîëåå ðàç-
ëè÷èìà íà ðèñóíêå 2á (ïðè B = 6).

�èñ. 2: Óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ:

(à) ïðè B = 4.59; (á) ïðè B = 6; (â) öèêë äëèíû 64 ïðè B = 4.58391.

3. ×èñëî âðàùåíèÿ äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ è êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ òðàåê-

òîðèé íåëèíåéíîé ñèñòåìû, êàê èçâåñòíî, íå ïîñòîÿííî, à ìåíÿåòñÿ ïðè

óäàëåíèè îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ B ∈ (0, 4), êðîìå
áëèçêèõ ê ðåçîíàíñíûì, ÷èñëî âðàùåíèÿ óìåíüøàåòñÿ ïðè óäàëåíèè îò

öåíòðà. Â ýòîì ñëó÷àå öåïü îñòðîâîâ ïåðèîäà n (ñ ÷èñëîì âðàùåíèÿ 1/n)
ïîÿâëÿåòñÿ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà B, áîëüøèõ, ÷åì çíà÷åíèå, ñîîòâåò-

ñòâóþùåå ÷èñëó âðàùåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êè.
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�èñ. 3: Ôàçîâûé ïîðòðåò (à) ïðè B = 0.44 è åãî �ðàãìåíò (á).

Íàïðèìåð, íà ðèñóíêå 3 èçîáðàæåí �àçîâûé ïîðòðåò è åãî �ðàãìåíò

ïðè B = 0.44. Ïðè ýòîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ÷èñëî âðàùåíèÿ â îêðåñò-

íîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèìåðíî ðàâíî 1/9.29. Ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò

öåíòðà îò÷åòëèâî âèäíû ñèñòåìû îñòðîâîâ 1:10, 2:21, 3:32, 1:11, 3:34, 2:23,

ðîäèâøèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà B.
Â îêðåñòíîñòÿõ ðåçîíàíñíûõ çíà÷åíèé B = 2 è B = 3 ñèòóàöèÿ èíàÿ.

Ïðè B ≈ 1.9035 â ðåçóëüòàòå êàñàòåëüíîé áè�óðêàöèè ðîæäàåòñÿ ïàðà

öèêëîâ (öåïü îñòðîâîâ) äëèíû 4, êîòîðàÿ, â ðåçóëüòàòå ñåðèé óäâîåíèÿ

ïåðèîäà èñ÷åçàåò ïðè B ≈ 2.0179. Òàêèì îáðàçîì, ïðè B = 2, êîãäà âîç-

íèêàåò ðåçîíàíñ 1:4 è ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó ãèïåð-

áîëè÷åñêîãî òèïà, òåðÿÿ óñòîé÷èâîñòü, íà �àçîâîé ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò

óñòîé÷èâûé öèêë äëèíû 4 (�èñ.4).

�èñ. 4: Ôàçîâûå ïåðåñòðîéêè â îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñà 1:4: (à) ïðè B =
1.904, ðîæäåíèå â ðåçóëüòàòå êàñàòåëüíîé áè�óðêàöèè öèêëà äëèíû 4; (á)

ïðè B = 2, âûðîæäåíèå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â òî÷êó ãèïåðáîëè÷åñêîãî

òèïà, íàëè÷èå óñòîé÷èâîãî öèêëà äëèíû 4; (â) ïðè B = 2.01, íà÷àâøàÿñÿ
ñåðèÿ áè�óðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà öèêëà äëèíû 4.
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Ïðè B ≈ 2.746 òàêæå â ðåçóëüòàòå êàñàòåëüíîé áè�óðêàöèè ðîæäàåòñÿ
ïàðà öèêëîâ (öåïü îñòðîâîâ) äëèíû 3, êîòîðàÿ èñ÷åçàåò ïðè B ≈ 2.9305, òî
åñòü äî òîãî, êàê ïðè B = 3 âîçíèêíåò ðåçîíàíñ 1:3. Ïðè ýòîì, ïðè B = 3
ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ âûðîæäàåòñÿ â ãèïåðáîëè÷åñêóþ òî÷êó, è íà �àçî-

âîé ïëîñêîñòè íå ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé, âñå òðàåêòîðèè óõîäÿò

â áåñêîíå÷íîñòü (êðîìå óñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ)

(�èñ.5).

�èñ. 5: Ôàçîâûå ïåðåñòðîéêè â îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñà 1:3: (à) ïðè B =
2.746, ðîæäåíèå â ðåçóëüòàòå êàñàòåëüíîé áè�óðêàöèè öèêëà äëèíû 3;

(á) ïðè B = 2.92, íà÷àâøàÿñÿ ñåðèÿ áè�óðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà öèêëà

äëèíû 3 ; (â) ïðè B = 3, âûðîæäåíèå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â òî÷êó ãèïåð-
áîëè÷åñêîãî òèïà, íà �àçîâîé ïëîñêîñòè íåò óñòîé÷èâûõ òðàåêòîðèé, âñå

òðàåêòîðèè óõîäÿò â áåñêîíå÷íîñòü; (ã) ïðè B = 3.1, ñìåíà íàïðàâëåíèÿ

âðàùåíèÿ âîêðóã ýëëèïòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

4. Êàæäîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå (êðîìå 1:3 è 1:4), ðîäèâøååñÿ â îêðåñò-

íîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðàB óõîäèò âñ¼ äàëü-

øå îò öåíòðà, âûõîäÿ çà ïðåäåëû âñåõ êâàçèîïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé,

îêðóæàþùèõ ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó. Ïðè ýòîì êàæäîå òàêîå ïåðèîäè÷åñêîå

ðåøåíèå ïðîõîäèò ÷åðåç òàêèå æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áè�óðêàöèé, ÷òî
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è îïèñàíû âûøå äëÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå

ìíîãîîáðàçèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ öèêëîâ ìîãóò îáðàçîâû-

âàòü ãîìîêëèíè÷åñêèå è ãåòåðîêëèíè÷åñêèå ñòðóêòóðû. Â ýòîì ñëó÷àå, åñ-

ëè öåïü îñòðîâîâ ëåæèò âíóòðè íåêîòîðîãî êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ,

òî ñîîòâåòñòâóþùåå õàîòè÷åñêîå ðåøåíèå, îáðàçîâàííîå ãîìî- èëè ãåòåðî-

êëèíè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì. Åñëè æå öåïü îñòðîâîâ

ëåæèò âíå êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ õàîòè÷å-

ñêàÿ òðàåêòîðèÿ íåóñòîé÷èâà è óõîäèò â áåñêîíå÷íîñòü (�èñ.6).

�èñ. 6: (a) B = 0.2, ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ýëåìåíòà öèêëà äëèíû

14; (á) B = 1.92 ãîìîêëèíè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ýëåìåíòà öèêëà äëèíû 4; (â)

B = 2.755 óñòîé÷èâàÿ õàîòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ, îáðàçîâàííàÿ ãîìîêëèíè-

÷åñêîé ñòðóêòóðîé öèêëà äëèíû 3 (èçîáðàæåíû èòåðàöèè ñ 5 ìëí. äî 6

ìëí.).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, êîãäà ìû ãîâîðèì �âñå ðåøåíèÿ óõîäÿò â áåñ-

êîíå÷íîñòü�, ìû èìååì â âèäó ýòî â ðàìêàõ ÷èñëåííîãî àíàëèçà, òî åñòü

âñå ðåøåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè èç íåêîòîðîé îáëàñòè íà çàäàííîé

ñåòêå ñ íåêîòîðûì äîñòàòî÷íî ìàëûì øàãîì. Íà ñàìîì æå äåëå, êàê èç-

âåñòíî, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íåóñòîé÷èâûõ öèêëîâ. Êðîìå

òîãî, âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâûõ öèêëîâ ñ îñòðîâàìè, ëåæà-

ùèõ çà ïðåäåëàìè âèäèìîãî èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà. Òàê, íàïðèìåð,

áûëà ñëó÷àéíî îáíàðóæåíà óñòîé÷èâàÿ öåïü îñòðîâîâ äëèíû 4. Ñóùåñòâó-

åò äàííîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè çíà÷å-

íèÿ ïàðàìåòðà B = 2.59 (íàïîìíèì, ÷òî îïèñàííûé ðàíåå öèêë äëèíû 4

èñ÷åçàåò ïðè B ≈ 2.0179). �îæäàåòñÿ ýòî ðåøåíèå âíóòðè õàîòè÷åñêîãî

ðåøåíèÿ, îáðàçîâàííîãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Åù¼ îäíèì �àê-

òîì, êîòîðûé ñëåäóåò îòìåòèòü, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âñå îïèñûâàåìûå âûøå

ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ òåðÿþò óñòîé÷èâîñòü ÷åðåç áè�óðêàöèþ óäâîåíèÿ

ïåðèîäà, íî äàííîå ðåøåíèå ïðåòåðïåâàåò áè�óðêàöèþ òèïà �âèëêà� (ïðè

B ≈ 2.5915) (�èñ 7). �îæäåííûå äâà íåçàâèñèìûõ öèêëà ñ îêðóæàþùèìè
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èõ îñòðîâàìè ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà B òàêæå èñ÷åçàþò â íåóñòîé÷èâîì

õàîòè÷åñêîì ðåøåíèè.

�èñ. 7: (a) B = 2.59, óñòîé÷èâûé öèêë äëèíû 4; (á) B = 2.59, �ðàãìåíò;
(â) òîò æå �ðàãìåíò ïðè B = 2.5916, ïîñëå áè�óðêàöèè �âèëêà� öèêë

ðàñïàëñÿ íà äâà ðàçëè÷íûõ öèêëà äëèíû 4

Åù¼ îäíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áè�óðêàöèé, êîòîðóþ ñëåäóåò îòìåòèòü,

êàñàåòñÿ ðåçîíàíñà 1:5. Âûøå ìû îïèñàëè, êàê â îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñîâ

1:4 è 1:3 öèêëû ñîîòâåòñòâóþùèõ äëèí ðîæäàþòñÿ â íåëîêàëüíîé îáëà-

ñòè â ðåçóëüòàòå êàñàòåëüíîé áè�óðêàöèè, à çàòåì óæå ñ óâåëè÷åíèåì

ïàðàìåòðà B ïðîèñõîäèò ñìåíà íàïðàâëåíèé äâèæåíèÿ â îêðåñòíîñòè ñî-

ñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ ðåçîíàíñà 1:5 ñèòóàöèÿ îòëè÷àåòñÿ. Ñíà÷àëà ïðè

B = 2(1− cos 2π
5
) ≈ 1.38197 â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðîæäàåò-

ñÿ öèêë äëèíû 5, êîòîðûé ðàñøèðÿåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà B. Ïðè
B ≈ 1.3858 â ðåçóëüòàòå êàñàòåëüíîé áè�óðêàöèè ðîæäàåòñÿ åù¼ îäèí

öèêë äëèíû 5. Äàëåå ñóùåñòâóþò äâà öèêëà äëèíû 5, êîòîðûå ñëèâàþòñÿ

ïðè B ≈ 1.3872 (�èñ. 8).

Òàêèì îáðàçîì, ðåçþìèðóÿ âûøåñêàçàííîå îòíîñèòåëüíî äèíàìèêè ñè-

ñòåì ïðè β = 0, ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíà

Òåîðåìà 1. 1. Ñèñòåìû (7)-(8) è (9)-(10) ÿâëÿþòñÿ êîíñåðâàòèâíûìè ñè-

ñòåìàìè è èõ êà÷åñòâåííàÿ äèíàìèêà îäèíàêîâà.

2. Äèíàìèêà âòîðîé ïåðåìåííîé ýòèõ ñèñòåì îïèñûâàåòñÿ ðàçíîñòíûì

óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà (17), êîòîðîå â ëîãàðè�ìè÷åñêèõ êîîðäèíà-

òàõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåëèíåéíîå êîíñåðâàòèâíîå îòîáðàæåíèå òèïà Ýíî

ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé íåëèíåéíîñòüþ (19).

3. Ïðè B > 0 óðàâíåíèå (19) èìååò åäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ,
êîòîðîå ïðè B ∈ (0, 4) íåéòðàëüíî óñòîé÷èâî (ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà), à ïðè
B > 4 íåóñòîé÷èâî (ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà).
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�èñ. 8: (a) B = 1.386, äâà öèêëà äëèíû 5; (á) B = 1.3872 ñëèÿíèå äâóõ

öèêëîâ äëèíû 5 â îäèí.

Çàìå÷àíèå 1. 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëîêàëüíûõ áè�óðêàöèé â óðàâíå-

íèè (19) ýêâèâàëåíòíà èññëåäîâàííûì ðàíåå êóáè÷åñêèì îòîáðàæåíèÿì

Ýíî.

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåëîêàëüíûõ áè�óðêàöèé èññëåäîâàëàñü ÷èñ-

ëåííî è èìååò äðóãèå îñîáåííîñòè â âèäó áîëåå ñèëüíîé íåëèíåéíîñòè.

3. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò - íàëè÷èå â ñèñòåìàõ (7)-(8) è (9)-(10) (ïðè îò-

ñóòñòâèè ñàìîðåãóëÿöèè) öèêëîâ (íåéòðàëüíî óñòîé÷èâûõ) ëþáîé äëèíû

è ñóùåñòâîâàíèå óñòîé÷èâûõ (ïî Ïóàññîíó) õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ (êîí-

ñåðâàòèâíûé õàîñ). Êðîìå òîãî, âàæíî íàëè÷èå ìóëüòèñòàáèëüíîñòè, òî

åñòü ñóùåñòâîâàíèå íà �àçîâîé ïëîñêîñòè îäíîâðåìåííî áîëüøîãî ÷èñëà

öèêëîâ ðàçíûõ äëèí.

4. Ïðè ëþáûõ ïàðàìåòðàõ ñóùåñòâóåò ëèøü îãðàíè÷åííîå èíâàðèàíò-

íîå ìíîæåñòâî, çà ïðåäåëàìè êîòîðîãî âñå òðàåêòîðèè ñèñòåì (7)-(8) è

(9)-(10) óõîäÿò â ñêîëü óãîäíî ìàëóþ îêðåñòíîñòü íà÷àëà êîîðäèíàò (âû-

ðîæäåíèå ïîïóëÿöèé). Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà B
(B > 4.584) ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ íå ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâûõ ðå-

øåíèé.

Çäåñü îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðïðåòàöèÿ 4-ãî ïóíêòà çàìå÷à-

íèÿ: ïðè áûñòðîé âîñïîëíÿåìîñòè â ïîïóëÿöèè êîðìà íåâîçìîæíî óñòîé-

÷èâîå ñóùåñòâîâàíèå ïîòðåáèòåëÿ (õèùíèêà), òàê êàê ïðè ëþáûõ íà÷àëü-

íûõ äàííûõ âîçíèêàþò âîçðàñòàþùèå êîëåáàíèÿ èõ ÷èñëåííîñòè, óõîäÿ-

ùèå â ñêîëü óãîäíî ìàëóþ îêðåñòíîñòü íóëÿ.

� 5. Èçó÷åíèå ìîäåëåé â ñëó÷àå β > 0

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ ìîäåëåé (7),(11) è (9),(12) â ñëó÷àå, êîãäà β > 0,
òî åñòü, êîãäà ó÷èòûâàåòñÿ ñàìîðåãóëÿöèÿ â ïîïóëÿöèè êîðìà.
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�àçðåøàÿ â (7) è (9) óðàâíåíèå äëÿ z è ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå äëÿ x,
ïîëó÷èì óðàâíåíèå Áåðíóëëè, íå èíòåãðèðóåìîå â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöè-

ÿõ.

Ïîñëå ïîäñòàíîâîê íàéäåííûõ ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

â óñëîâèÿ ñêà÷êà äëÿ ìîäåëè (9), (12) ïîëó÷èì äèñêðåòíóþ ñèñòåìó:

xk+1 =
xk exp

(

α1 − γ

α2
zk(1− e−α2)

)

1 + βxk

1
∫

0

exp
(

α1t+
γ

α2
zk(e−α2t − 1)

)

dt

, zk+1 = Y2e
−α2xk+1zk,

(22)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìû èìååì íåáåðóùèéñÿ îïðåäåëåííûé èíòåãðàë, êîòî-

ðûé íàñ èíòåðåñóåò êàê �óíêöèÿ îò zk, äëÿ óïðîùåíèÿ àíàëèçà àïïðîê-

ñèìèðóåì íà îòðåçêå [0, 1] ïîäûíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ ýêñïîíåíòîé îò ëè-

íåéíîé �óíêöèè îò t.
Ïîëó÷èì ïðèáëèæåííóþ äèñêðåòíóþ ìîäåëü, ñîîòâåòñòâóþùóþ ìîäå-

ëè (9), (12):

xk+1 =
xke

f(zk)

1 + βxk
ef(zk)−1
f(zk)

, zk+1 = Y2e
−α2xk+1zk, (23)

ãäå f(zk) = α1 − γ

α2
zk(1− e−α2).

Òàêèì æå îáðàçîì äëÿ ìîäåëè (7), (11) ïîëó÷èì äèñêðåòíóþ àïïðîê-

ñèìàöèþ:

xk+1 = Y1
xke

f(zk)

1 + βxk
ef(zk)−1
f(zk)

, zk+1 = Y2e
−α2xk+1zk/Y1, (24)

ãäå f(zk) = −α1 − γ

α2
zk(1− e−α2).

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî àíàëèç ïîëó÷èâøèõñÿ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé â ñðàâ-

íåíèè ñ ÷èñëåííûì àíàëèçîì èñõîäíûõ äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé

ïîêàçàë êà÷åñòâåííîå èõ ñõîäñòâî. Ñóùåñòâóåò ëèøü êîëè÷åñòâåííàÿ ðàç-

íèöà ìåæäó íèìè - ðàçëè÷àåòñÿ ðàñïîëîæåíèå òðàåêòîðèé è ñîîòâåòñòâó-

þùèå áè�óðêàöèè â èñõîäíîé ìîäåëè ïðîèñõîäÿò ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðà β. Ïðè ýòîì ñêîðîñòü ïîñòðîåíèÿ �àçîâûõ ïîðòðåòîâ â ðàìêàõ

ýòèõ ìîäåëåé íåñðàâíèìà èç-çà íåîáõîäèìîñòè â äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûõ

ìîäåëÿõ íà êàæäîé èòåðàöèè ÷èñëåííî ðåøàòü ñèñòåìó äè��åðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé.

Èç ñèñòåì (23), (24), êàê è ðàíåå äëÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû, ìû ìî-

æåì èñêëþ÷èòü ïåðåìåííóþ x, ïîñëå ÷åãî ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ:

äëÿ ïîïóëÿöèè �õèùíèêà� ( ìîäåëü (24))
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zk+1 =
Y1(z

2
k/zk−1)e

−a−bzk

1 + βY1

Y2e
−α2

zk
zk−1

e−a−bzk−1
−a−bzk

; (25)

äëÿ ïîïóëÿöèè �ïîòðåáèòåëÿ� ( ìîäåëü (23))

zk+1 =
(z2k/zk−1)e

a−bzk

1 + β

Y2e
−α2

zk
zk−1

ea−bzk−1
a−bzk

. (26)

Êàê è ðàíåå, ñ ó÷åòîì âîçìîæíîñòè îáåçðàçìåðèâàíèÿ, íå óìåíüøàÿ

îáùíîñòè, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü b = 1. Ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ

ïîëó÷èì äëÿ ìîäåëè �õèùíèêà�

zk+1 =
Y1(z

2
k/zk−1)e

−a−zk

1 + Y1D
zk

zk−1

e−a−zk−1
−a−zk

; (27)

äëÿ ìîäåëè �ïîòðåáèòåëÿ�:

zk+1 =
(z2k/zk−1)e

a−zk

1 +D zk
zk−1

ea−zk−1
a−zk

. (28)

Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèÿ (27) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ

(D + a+ z)
e−a−z − 1

−a− z
=

Y1 − 1

Y1

, (29)

êîòîðîå íåðàçðåøèìî â ÿâíîì âèäå.

Â òî æå âðåìÿ, ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèÿ (28) óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ

(D − a + z)
ea−z − 1

a− z
= 0, (30)

êîòîðîå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z = a − D, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè

D < a, òî åñòü, êîãäà ìàêñèìàëüíîé åìêîñòè ðåñóðñà õâàòàåò äëÿ âîñïîë-

íåíèÿ ñìåðòíîñòè ïîòðåáèòåëÿ.

Êàê âèäèì, â îòëè÷èå îò êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì (ìîäåëåé áåç ñàìîðå-

ãóëÿöèè â ïîïóëÿöèè êîðìà), óðàâíåíèÿ (27) è (28) èìåþò êà÷åñòâåííûå

ðàçëè÷èÿ óæå ââèäó òîãî, ÷òî ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò òðè ïàðàìåòðà, à

âòîðîå -äâà.

Â ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿõ, êàê è ðàíåå, ñäåëàåì çàìåíó

z = eu

è îò óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ïåðåéäåì ê ñèñòåìàì:
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�õèùíèêà�:

uk+1 = lnY1 − a+ 2uk − vk − euk − ln
(

1 +DY1e
uk−vk e−a−e

uk
−1

−a−euk

)

vk+1 = uk;
(31)

�ïîòðåáèòåëÿ�:

uk+1 = a+ 2uk − vk − euk − ln
(

1 +Deuk−vk ea−e
uk

−1
a−euk

)

vk+1 = uk.
(32)

Îáîçíà÷èâ çà P (u, v) è Q(u, v) �óíêöèè â ïðàâîé ÷àñòÿõ ïåðâîãî è

âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåì, çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (31)

∂P

∂v
= − 1

1 +DY1euk−vk e−a−euk
−1

−a−euk

,

è äëÿ ñèñòåìû (32)

∂P

∂v
= − 1

1 +Deuk−vk ea−e
uk

−1
a−euk

.

Ïðè ýòîì äëÿ îáåèõ ñèñòåì

∂Q

∂u
= 1,

∂Q

∂v
= 0,

ñëåäîâàòåëüíî ïðè ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà D ÿêîáèàíû ýòèõ

ñèñòåì âî âñåõ òî÷êàõ �àçîâîé ïëîñêîñòè ëåæàò â ïðîìåæóòêå (0,1).

Áîëåå òîãî, åñëè áóäåì ðàññìàòðèâàòü àíàëîãè÷íûå ñèñòåìû, íî ñ èí-

òåãðàëàìè (íåàïïðîêñèìèðîâàííûìè) â ïðàâîé ÷àñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ

(ïîëó÷åííîãî, íàïðèìåð, íàïðÿìóþ èç ñèñòåìû (22)), òî è â ýòîì ñëó÷àå,

ââèäó ïîëîæèòåëüíîñòè èíòåãðàëîâ,

∂P

∂v
∈ (−1, 0),

à , ñëåäîâàòåëüíî, ÿêîáèàíû èñõîäíûõ ñèñòåì òàêæå ëåæàò â ïðîìåæóòêå

(0,1).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî, êàê è â íåïðåðûâíîé ìîäåëè Ëîòêè-Âîëüòåððà,

ïðè íåíóëåâîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà β ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ýëëèïòè÷åñêîãî

òèïà ñòàíîâÿòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûìè. Êðîìå òîãî, è ïåðèîäè÷å-

ñêèå ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà òàêæå â ýòîì ñëó÷àå áóäóò àòòðàêòî-

ðàìè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì ñîñòî-

ÿíèå ðàâíîâåñèÿ è ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, òî åñòü
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�èñ. 9: Ôðàãìåíòû �àçîâûõ ïîðòðåòîâ ñèñòåìû (32): (a) a = 0.44, D =
10−5

, áîëüøàÿ ÷àñòü ãðóïï îñòðîâîâ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (âïëîòü äî

3-ãî óðîâíÿ) îñòàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé ; (á) a = 0.44, D = 10−3
,

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû ëèøü 5 ãðóïï ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé; (â)

a = 2.755, D = 10−6
íåóñòîé÷èâàÿ õàîòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ, îáðàçîâàííàÿ

ãîìîêëèíè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ýëåìåíòà öèêëà äëèíû 3 (èòåðàöèè ñ 10 ïî

60000) (ñðàâíè ñ �èñ.6â)

ðåøåíèÿ, îêðóæåííûå îñòðîâàìè, ñòàíîâÿòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû-

ìè. Îêðóæàþùèå èõ èíâàðèàíòíûå êðèâûå ðàçìûêàþòñÿ, îáðàçóÿ îáëà-

ñòè ïðèòÿæåíèÿ ýòèõ àòòðàêòîðîâ. Ýòè îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ îãðàíè÷åíû

âõîäÿùèìè è èñõîäÿùèìè ìíîãîîáðàçèÿìè ñîïðÿæåííûõ ñ íèìè ïåðèî-

äè÷åñêèõ ðåøåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà (�èñ.9à.) Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî â

êîíñåðâàòèâíîì ñëó÷àå ýòè ìíîãîîáðàçèÿ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïåðåñåêàëèñü,

îáðàçóÿ ãîìîêëèíè÷åñêèå è ãåòåðîêëèíè÷åñêèå ñòðóêòóðû, ïðè ìàëîì âîç-

ìóùåíèè ýòè ñòðóêòóðû íå èñ÷åçàþò ââèäó èõ ãðóáîñòè. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî èìåþùèåñÿ íåóñòîé÷èâûå õàîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè â íåêîíñåðâàòèâ-

íîé ñèñòåìå òàêæå îñòàþòñÿ ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè ïàðàìåòðà D (�èñ.

9â.).

Ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà D óâåëè÷èâàåòñÿ è ñæàòèå îòîáðàæåíèÿ, èñ-

÷åçàåò âñ¼ áîëüøåå êîëè÷åñòâî àòòðàêòîðîâ (ìåíåå �ñèëüíûõ�) (�èñ.9á.).

Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà D â èòîãå îñòàåòñÿ åäèíñòâåííûé

àòòðàêòîð - ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ.

Äëÿ ñèñòåìû (32) ìîæíî ïîêàçàòü àíàëèòè÷åñêè, ÷òî äàæå ïðè a > 4,
êîãäà â êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìå (ïðè B > 4) ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êîé, à ñëåäîâàòåëüíî íåóñòîé÷èâî, ñ óâåëè÷åíèåì

ïàðàìåòðà D îíî ñòàíîâèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì. Äåéñòâèòåëü-

íî, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ýòîé ñèñòåìû â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå

u = v = ln(a−D) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2025, Òîì 28, � 3, C. 166-199

Mat. Trudy, 2025, V. 28, N. 3, P. 166-199



186 Ïðîñòûå äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûå ìîäåëè

λ2 −
(

2− a
eD − 1

DeD

)

λ+ e−D = 0. (33)

Ïðè D → a òî÷êà
(

2− aeD−1
DeD

; e−D
)

ïîïàäàåò â òðåóãîëüíèê óñòîé÷èâî-

ñòè, à ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ëþáîãî a ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà

D = D, ÷òî ïðè âñåõ D > D ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (32) áóäåò

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.

Äëÿ ñèñòåì (23) è (24) òàêæå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ïåðâîé ÷åòâåðòè

�àçîâîé ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, çà

ïðåäåëû êîòîðîãî òðàåêòîðèÿ, ïîïàâøàÿ â íåãî, âûéòè íå ìîæåò, èç ÷åãî

áóäåò ñëåäîâàòü îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì �óíêöèþ

U(x, z) =
Axzef(z)

1 +Dxef(z)−1
f(z)

,

ãäå f(z) = c− bz, A,D, b > 0.
Ïðè �èêñèðîâàííîì x ýòà íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè

z → 0 è ïðè z → ∞ è èìååò îäíó òî÷êó ìàêñèìóìà ïî z íà ìíîæåñòâå

z ∈ (0,∞). Êðîìå òîãî, ýòà �óíêöèÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïî x.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè òî÷êè ìàêñèìóìà �óíêöèè U(x, z)

ïî z äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

(ez +D ez−1
z

)′

ez +D ez−1
z

ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé. Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç ñâîéñòâ �óíêöèè

ez−1
z

è å¼

ïðîèçâîäíîé.

Äàëåå îòìåòèì, ÷òî, êàê ìû óêàçûâàëè ðàíåå, â îòñóòñòâèè õèùíèêà

(ïîòðåáèòåëÿ) ïåðåìåííàÿ x ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ (13), à ñëåäîâàòåëü-

íî, îãðàíè÷åíà, è àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó çíà÷åíèþ x (

íàçûâàåìîìó åìêîñòüþ ïîïóëÿöèè).

Èç âñåãî ýòîãî äëÿ îòîáðàæåíèÿ Φ : R2 → R2
, ãäå Φ îïðåäåëÿåòñÿ

âûðàæåíèÿìè

x̂ = A1xe
f(z)

1+Dx ef(z)−1
f(z)

ẑ = A2xze
f(z)

1+Dx ef(z)−1
f(z)

,

ñëåäóåò:
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1. Φ ïåðåâîäèò ïîëóïðÿìóþ x = x, z ∈ (0,∞) â íåêîòîðóþ ãëàäêóþ êðè-

âóþ z = φ(x) ñ êîíöàìè â òî÷êàõ (0, 0) è (x, 0) è ñ îäíîé òî÷êîé ìàêñèìóìà
((0, 0) è(x, 0) - íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ Φ).

2. Ïîëóïîëîñà x ∈ (0, x), z ∈ (0,∞) îòîáðàæàåòñÿ â îáëàñòü Ω = {x ∈
(0, x), z > 0, z < φ(x)}, êîòîðàÿ öåëèêîì ëåæèò â ýòîé ïîëóïîëîñå.

3. Â ïåðâîé ÷åòâåðòè �àçîâîé ïëîñêîñòè ñèñòåì (23) è (24) ïðè β > 0
ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíîå ïðèòÿãèâàþùåå ìíîæåñòâî Ω (�èñ. 10.).

Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ñâåðõó, à íåïîñðåäñòâåííî èç

âèäà ïðàâûõ ÷àñòåé è ñíèçó äëÿ ðåøåíèé ñèñòåì (32) è (31).

�èñ. 10: Îòîáðàæåíèå ïîëóïîëîñû â ïðèòÿãèâàþùåå ìíîæåñòâî Ω.

Îïèðàÿñü íà âñ¼ âûøåñêàçàííîå îòíîñèòåëüíî ñèñòåì (7)-(8) è (9)-(10)

ïðè ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà β, ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíûå ðå-

çóëüòàòû:

Òåîðåìà 2. 1. �åøåíèÿ ñèñòåì ñ ïîëîæèòåëüíûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè

ïîëîæèòåëüíû è îãðàíè÷åíû.

2. Âñå ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà (êàê ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, òàê è

öèêëû) êîíñåðâàòèâíûõ (ïðè β = 0) ñèñòåì (7)-(8) è (9)-(10) ñòàíîâÿòñÿ

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûìè ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ β > 0.
3. Äèñêðåòíûå àïïðîêñèìàöèè (27) è (28) âòîðîé ïåðåìåííîé âûøåóêà-

çàííûõ ñèñòåì èìåþò íå áîëåå îäíîãî íåíóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

4. Ïðè a ∈ (0, 4) ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèé (27) è (28) àñèìï-

òîòè÷åñêè óñòîé÷èâû. Äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a > 4 ñóùåñòâóåò
òàêîå D0 < a, ÷òî ïðè âñåõ D ∈ (D0, a) ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (28)

ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.

Çàìå÷àíèå 2. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ââåäåíèå

íåíóëåâîãî ïàðàìåòðà β (ñàìîðåãóëÿöèè â ïîïóëÿöèè êîðìà), ñ îäíîé ñòî-
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ðîíû, ïðèâîäèò ê ñòàáèëèçàöèè íåéòðàëüíî óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé ðàâ-

íîâåñèÿ è ïðåâðàùåíèþ èõ â àòòðàêòîðû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñëîæíàÿ

ñòðóêòóðà �àçîâîé ïëîñêîñòè (ìóëüòèñòàáèëüíîñòü, õàîòè÷åñêèå ðåæèìû,

ãîìîêëèíè÷åñêèå ñòðóêòóðû,...), ïðèñóùàÿ êîíñåðâàòèâíûì ñèñòåìàì, íå

èñ÷åçàåò ïî êðàéíåé ìåðå ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ (òî åñòü ïðè ìàëîì âëè-

ÿíèè ñàìîðåãóëÿòîðíûõ ìåõàíèçìîâ â ïîïóëÿöèè êîðìà). Ñ óâåëè÷åíèåì

ïàðàìåòðà β â èòîãå ñèñòåìà ñòàáèëèçèðóåòñÿ íà åäèíñòâåííîì íåíóëå-

âîì óðîâíå. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà β â ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè

�àçîâîé ïëîñêîñòè íåò ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, òî åñòü ïðè ëþáûõ íà÷àëü-

íûõ äàííûõ zk → 0 ïðè k → ∞ ( åìêîñòü ïîïóëÿöèè êîðìà ñòàíîâèòñÿ

íåäîñòàòî÷íîé äëÿ âûæèâàíèÿ ïîïóëÿöèè õèùíèêà (ïîòðåáèòåëÿ)).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èìåþùàÿñÿ â êîíñåðâàòèâíîì ñëó÷àå íåóñòîé-

÷èâàÿ õàîòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ íå áûëà îãðàíè÷åíà êàêèì - ëèáî

èíâàðèàíòíûì òîðîì è óõîäèëà íà áåñêîíå÷íîñòü, ïðè ìàëîì çíà÷åíèè

ïàðàìåòðà D, ââèäó äîêàçàííîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé, �îðìàëüíî â

áåñêîíå÷íîñòü íå óõîäèò, íî ïåðåä òåì, êàê ïîïàñòü â îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ

êàêîãî-ëèáî àòòðàêòîðà, â òå÷åíèå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà èòåðàöèé ìîæåò

ïðèíèìàòü äîñòàòî÷íî áîëüøèå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèÿ, ÷òî â ÷èñëåííîì ýêñ-

ïåðèìåíòå îçíà÷àåò �àêòè÷åñêè óõîä â áåñêîíå÷íîñòü.

Íàêîíåö, â êîíñåðâàòèâíîì ñëó÷àå ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà B (êîòî-

ðûé ðàâíîñèëåí ïàðàìåòðó a â ñèñòåìàõ (31), (32)), ïîñëå çíà÷åíèé áîëü-

øèõ 4.586 â ðåçóëüòàòå êàñêàäà áè�óðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà èñ÷åçàþò

âñå óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ è âñå òðàåêòîðèè ñòàíîâÿòñÿ óõîäÿùèìè â áåñ-

êîíå÷íîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå â íåêîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåìàõ ïðè íåêîòîðîì

çíà÷åíèè ïàðàìåòðà D âîçíèêàåò ãëîáàëüíî óñòîé÷èâûé õàîòè÷åñêèé àò-

òðàêòîð, ëåæàùèé â îêðåñòíîñòè èñ÷åçíóâøèõ óñòîé÷èâûõ öèêëîâ. Ïðè

ìàëûõ æå çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà D ñóùåñòâóåò ëèøü �áîëüøîé� ãëîáàëüíî

óñòîé÷èâûé õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð, êîòîðûé çàõîäèò äàëåêî â îòðèöà-

òåëüíóþ ÷àñòü �àçîâîé ïëîñêîñòè. (�èñ. 11.)

Îòìåòèì, ÷òî âåçäå, êîãäà ìû ãîâîðèì îá óõîäå â áåñêîíå÷íîñòü ðåøå-

íèé ñèñòåì îòíîñèòåëüíî u è v, ýòî îçíà÷àåò èõ óõîä â−∞. Äåéñòâèòåëüíî,

âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (19):

uk+2 = B + 2uk+1 − uk − euk+1 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàêîé-òî ìîìåíò âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü uk+1 äîñòèãàåò òàêîãî ïîëîæèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðîì ýêñ-

ïîíåíöèàëüíàÿ ÷àñòü ñóùåñòâåííî áîëüøå ïî ìîäóëþ, ÷åì îñòàëüíûå ÷ëå-

íû â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì uk+2 ìîæåò çàáðàñûâàòüñÿ äàëåêî

â îòðèöàòåëüíóþ îáëàñòü, ïîñëå ÷åãî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ÷àñòü ñòàíîâèò-

ñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëà. (Ïóñòü äàëåå u1 > 0, u2 < 0 - ñîîòâåòñòâóþùèå
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�èñ. 11: (à),(á)-Ôðàãìåíòû �àçîâûõ ïîðòðåòîâ ñèñòåìû (32): (a) a =
5.1, D = 0.395, �ìàëûé� õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð, ëåæàùèé íåïîñðåäñòâåí-

íî â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, âîçíèêøèé â ðåçóëüòàòå êàñêàäà

áè�óðêàöèé óäâîåíèÿ; (á) a = 5.1, D = 0.39, �ðàãìåíò �áîëüøîãî� õàîòè-
÷åñêîãî àòòðàêòîðà, óõîäÿùåãî äàëåêî â îòðèöàòåëüíóþ îáëàñòü; (â), (ã)

-ñîîòâåòñòâóþùèå èì �àçîâûå ïîðòðåòû äëÿ ñèñòåìû (23).

íà÷àëüíûå äàííûå.) Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå �àêòè÷åñêè ïðèíèìàåò âèä

ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

uk+2 − 2uk+1 + uk = B.

Åãî ðåøåíèå:

uk = 2u1 − u2 +B +

(

u2 − u1 −
3B

2

)

k +
Bk2

2
.
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- ïàðàáîëà ñ ìèíèìóìîì

umin ≈ 2u1 − u2 +B −
(

u2 − u1 − 3B
2

)2

2B
.

ïðè çíà÷åíèè

kmin ≈ (u1 − u2 +
3B

2
)/B.

Íà÷èíàÿ ñ u2, ïðîèñõîäèò äëèòåëüíîå äâèæåíèå â îòðèöàòåëüíóþ îá-

ëàñòü ñ çàìåäëåíèåì è äàëüíåéøèì ðàçâîðîòîì. Çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñòàíîâèòñÿ âîçðàñòàþùåé ñ âîçðàñòàþùåé ïåðâîé ðàçíîñòüþ. Ïðè÷åì, ÷åì

äàëüøå áûë ïåðâîíà÷àëüíûé çàáðîñ â îòðèöàòåëüíóþ ÷àñòü, òåì áîëüøå

ñòàíîâèòñÿ ïåðâàÿ ðàçíîñòü äî âûõîäà â ïîëîæèòåëüíóþ îáëàñòü. Ïåðâàÿ

ðàçíîñòü ñòàíîâèòñÿ áëèçêîé ê u2 − u1, íî ïðè ýòîì âíîâü âêëþ÷àåòñÿ

ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ÷àñòü, è íà÷èíàåòñÿ íîâûé âèòîê äâèæåíèÿ â îòðèöà-

òåëüíóþ ÷àñòü.

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðåøåíèå íå ïîïàäàåò â îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ êàêîãî-

ëèáî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (èëè âíóòðü îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé èíâàðè-

àíòíîé êðèâîé â êîíñåðâàòèâíîì ñëó÷àå), îíî ïîñòîÿííî ñîâåðøàåò òàêèå

êîëåáàíèÿ ñ âîçðàñòàþùåé àìïëèòóäîé, à òî÷íåå ñ âñ¼ áîëåå äàëüíèì óõî-

äîì â îòðèöàòåëüíóþ ÷àñòü. Ïðè÷¼ì â êîíñåðâàòèâíîì ñëó÷àå àìïëèòóäà

êîëåáàíèé íå îãðàíè÷åíà, à â íåêîíñåðâàòèâíîì òàêîå äâèæåíèå îãðàíè-

÷åíî �ãëîáàëüíûì� õàîòè÷åñêèì àòòðàêòîðîì.

Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî óõîä â ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü ïåðåìåííîé u äëÿ

èñõîäíûõ ñèñòåì è óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî z îçíà÷àåò èõ óõîä â ñêîëü

óãîäíî ìàëóþ îêðåñòíîñòü íóëÿ, òî åñòü âûðîæäåíèå ïîïóëÿöèè (�èñ. 11ã).

Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ââåäåíèå ñàìîðåãóëÿöèè ñòàáèëè-

çèðóåò ñèñòåìû, ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà β �àêòè÷åñêè îñòàþòñÿ

ðåæèìû, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò âûðîæäåíèå.

×òî êàñàåòñÿ ðàçëè÷èé ìåæäó ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé ñèñòåì (31) è

(32), òî ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ðàçëè÷èå óæå â êîëè÷åñòâå ïà-

ðàìåòðîâ, êà÷åñòâåííî êàðòèíû áè�óðêàöèé îñîáî íå ðàçëè÷àþòñÿ. Íà-

ïîìíèì, ÷òî ïðè D = 0 ýòè ñèñòåìû èäåíòè÷íû. Íàïðèìåð, ñèñòåìà (32)

ïðè a = 5.1, D = 0, ñèñòåìà (31) ïðè a = ln 209 − 5.1, Y1 = 209, D = 0
è ñèñòåìà (31) ïðè a = ln 300 − 5.1, Y1 = 300, D = 0 ÿâëÿþòñÿ îäèíàêî-

âûìè. Âñå òðàåêòîðèè óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü. Íà ðèñóíêå 11à ïîêàçàíà

òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (32) ïðè a = 5.1, D = 0.395 - õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð,

ðàñïîëîæåííûé â íåáîëüøîé îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ ñòà-

áèëèçàöèè àíàëîãè÷íûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (31) íåîáõîäèìû çíà÷èòåëüíî

ìåíüøèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà D. Íà ðèñóíêå 12 èçîáðàæåíû àòòðàêòîðû

ñèñòåìû (31) ïðè a = ln 209 − 5.1, Y1 = 209, D = 0.05 è ñèñòåìû (31) ïðè

a = ln 300 − 5.1, Y1 = 300, D = 0.04. Êàê âèäèì íà ðèñóíêàõ, çíà÷åíèÿ
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ïàðàìåòðà D, íåîáõîäèìûå äëÿ ñòàáèëèçàöèè óõîäÿùèõ â áåñêîíå÷íîñòü

òðàåêòîðèé, íà ïîðÿäîê ìåíüøå, ÷åì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû (32).

Êðîìå òîãî, �îðìà àòòðàêòîðà òàêæå îòëè÷àåòñÿ, õîòÿ îáà àòòðàêòîðà äëÿ

ñèñòåìû (31) ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâû. �àçíèöà â çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà D
ìåæäó ìîäåëÿìè (31) è (32) îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ýòè ìîäåëè ïîëó÷åíû èç

ìîäåëåé (7), (11) è (9), (12). Ïðèðîñò õèùíèêà è ïîòðåáèòåëÿ íàïðÿìóþ

çàâèñèò îò ÷èñëåííîñòè æåðòâ è ðåñóðñà, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì ÷èñ-

ëåííîñòü æåðòâ â ñèñòåìå (7) íà îòðåçêàõ ìåæäó ãåíåðàöèÿìè ìîíîòîííî

ñíèæàåòñÿ è ðàñòåò ëèøü â ìîìåíòû ãåíåðàöèè, â òî âðåìÿ, êàê ÷èñëåí-

íîñòü ðåñóðñà â ñèñòåìå (9) â îòñóòñòâèå ïîòðåáèòåëÿ âñåãäà ñòðåìèòñÿ

ê ñâîåìó ìàêñèìàëüíîìó ñîñòîÿíèþ (åìêîñòè) . Ïîýòîìó äëÿ îäèíàêîâûõ

äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé èçîëèðîâàííûõ ïîïóëÿöèé æåðòâ è ðåñóðñà ïðè-

ðîñò õèùíèêà áóäåò çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì ïðèðîñò ïîòðåáèòåëÿ ñ îäè-

íàêîâûìè êîý��èöèåíòàìè ðàçìíîæåíèÿ Y2. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé òîãî,

÷òî ñèñòåìà (31) ñóùåñòâåííî ñòàáèëüíåå, ÷åì ñèñòåìà (32). Ýòî îñîáåííî

çàìåòíî íà ïðèâåäåííûõ ïðèìåðàõ õàîòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé íà ðèñóíêå

12. Óìåíüøàÿ ïàðàìåòð D â ýòèõ ñèñòåìàõ, ìû óâèäèì, ÷òî õàîòè÷åñêèé

àòòðàêòîð ñèñòåìû (31) áóäåò ïëàâíî óâåëè÷èâàòüñÿ â ðàçìåðàõ äî �ìàê-

ñèìàëüíîãî� (óõîäÿùåãî äàëåêî â ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü), â òî âðåìÿ, êàê â

ñèñòåìå (32) ýòî ïðîèñõîäèò ïðàêòè÷åñêè ñêà÷êîîáðàçíî.

�èñ. 12: Õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð ñèñòåìû (31) â ñðàâíåíèè ñ àòòðàêòîðîì

ñèñòåìû (32), èçîáðàæåííûì, íà ðèñóíêå 11à: (à) ïðè a = ln 209−5.1, Y1 =
209, D = 0.05; (á) ïðè a = ln 300− 5.1, Y1 = 300, D = 0.04.

� 6. Çàêëþ÷åíèå.

Ïîñëåäíèé ïóíêò äàííîé ðàáîòû õî÷åòñÿ ïîñâÿòèòü âîïðîñó ïðèìåíè-

ìîñòè äàííûõ ìîäåëåé è èõ âîçìîæíîìó ñîîòâåòñòâèþ ðåàëüíîñòè. Êàê
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óæå áûëî ñêàçàíî âî ââîäíîé ÷àñòè, â ñëó÷àå íàáëþäàåìûõ êîëåáàíèé ÷èñ-

ëåííîñòè ïîïóëÿöèè äèàãðàììà (xk, Yk), ãäå xk -÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè, à

Yk = xk+1/xk- êîý��èöèåíò ðàçìíîæåíèÿ, âûãëÿäèò, êàê íà ðèñóíêå 1.

Ïðè ýòîì îáëàêî òî÷åê íèêàê íå ïîõîæå íà ýêñïîíåíòó, êàê äîëæíî áûòü

äëÿ óðàâíåíèÿ Ìîðàíà-�èêêåðà (3). Áîëåå òîãî, îíî äàæå íå ÿâëÿåòñÿ îä-

íîçíà÷íîé �óíêöèåé.

Èñïîëüçóÿ äàííûå, ïîëó÷åííûå èç ñâîáîäíî äîñòóïíîé áàçû äàííûõ íà-

áëþäåíèé ÷èñëåííîñòåé ðàçëè÷íûõ ïîïóëÿöèé, áûëî èññëåäîâàíî áîëüøîå

êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé ñ êîëåáàòåëüíûìè ðåæèìàìè, äëÿ áîëüøèíñòâà

èç êîòîðûõ ïîëó÷åíî, ÷òî åñëè ïîñòðîèòü äèàãðàììû (xk+1xk−1/(xk)
2, xk),

òî îáëàêà òî÷åê ñóùåñòâåííî ëó÷øå ïðèáëèæàþòñÿ ýêñïîíåíòîé, íåæåëè

(xk+1/(xk), xk). Ýòî äàåò îñíîâàíèå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî óæå ìîäåëü (18)

ìîæåò îïèñûâàòü äèíàìèêó èçîëèðîâàííûõ ïîïóëÿöèé â ñëó÷àå íàáëþäà-

åìûõ êîëåáàíèé ÷èñëåííîñòè.

1
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1 10 100 1000 10000 100000 1000000
1
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0 5 10 15 20 25 30 35 40
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а б

�èñ. 13: Êîëåáàíèÿ ÷èñëåííîñòè äóáîâîé ëèñòîâåðòêè - 1 è ìîäåëüíûå

êîëåáàíèÿ - 2, ðàññ÷èòàííûå ïî ñèñòåìå (18). (à) Âðåìåííûå ðÿäû, (á)

�àçîâûé ïîðòðåò íà ïëîñêîñòè xk, xk−1

Íàïðèìåð, íà ðèñóíêå 13 ïîêàçàíî ïîñòðîåííîå âðó÷íóþ (áåç ïðèìå-

íåíèÿ êàêèõ ëèáî ìåòîäîâ ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ), ëèøü ìàëû-

ìè âàðèàöèÿìè ïîëó÷åííîé ëèíèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òðåíäà äëÿ êðèâîé

(xk+1xk−1/(xk)
2, xk), ïðèáëèæåíèå äëÿ äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè çåëåíîé äó-

áîâîé ëèñòîâåðòêè, ïîêàçàííîé â íà÷àëå ñòàòüè íà ðèñóíêå 1à.

Èç-çà êîíñåðâàòèâíîñòè â ìîäåëè (18) íå ìîæåò áûòü çàòóõàþùèõ êî-

ëåáàíèé è ðåæèìîâ àñèìïòîòè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè, íî òàêèå ðåæèìû óæå

ìîãóò íàáëþäàòüñÿ â íåêîíñåðâàòèâíîì ñëó÷àå â ìîäåëÿõ (27) è (28). Äëÿ

äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ïðèìåíèìîñòè ïðåäëîæåííûõ ìîäåëåé äëÿ îïè-

ñàíèÿ ðåàëüíûõ íàáëþäåíèé ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ìåòîä, ïðåäëîæåííûé

â ðàáîòå [32℄.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå ìîäåëè íå ÿâëÿþòñÿ äî êîí-
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öà ïîëíûìè, ïîñêîëüêó â íèõ îòñóòñòâóåò �àêòîð íàñûùåíèÿ â ïîïóëÿ-

öèè �õèùíèêà� (�ïîòðåáèòåëÿ�), èìåþùèéñÿ, íàïðèìåð, â ìîäåëè (5)-(6).

Â äàëüíåéøèõ ðàáîòàõ, ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûå çäåñü ðåçóëüòàòû, ñëåäóåò

òàêæå ïðîäîëæèòü èçó÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäåëåé ñ íàñûùåíèåì, êî-

òîðîå, êàê èçâåñòíî, â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ äåñòàáèëèçèðóþùèì

�àêòîðîì, ÷òî â äèñêðåòíîì ñëó÷àå ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ áè�óðêàöèè

Íåéìàðêà- Ñàêåðà è ê ïîÿâëåíèþ áîëåå ñëîæíûõ ðåæèìîâ, â òîì ÷èñëå, è

äðóãèõ ñöåíàðèåâ ðîæäåíèÿ õàîñà.
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